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GEOMETRIA METRICA

INTRODUCCION.
Al. Observa que:

Si A(X1,Y1,21) Y B(x2,y222), entonces

Usando sélo la escena:
SiA(-1,-1,0) y B(k,—2,2), {qué dos valores puede tomar k para que d(A,B)=3?

Solucién:

A2. Observa que

vXw es un vector con las siguientes caracteristicas:

e su direccion es perpendicularavyaw,
e su sentido viene dado por la regla del sacacorchos,
e su modulo coincide con el area del paralelogramo determinado por v y w.

Usando solo la escena:
Siv=(1,-2,0) y w=(-2,2,-1), ¢{qué diferencia hay entre vxw y wxv?

Solucién:

A3. Recuerda:

I [[u,v,w]|=Volumen del paralelepipedo que determinan u, vy w.

Observa que si u, v y w son coplanarios (estan en un plano), el producto mixto es
nulo (no hay volumen). Pon un ejemplo con tres vectores no nulos u, vy w.

Solucién:

A4.-Representa el vector de origen el punto A(1,2,-2) y extremo el punto
B(0,-1,1).
Solucién: Coordenadasde Py v.P( , , )yv=( , , ).

A5.-La recta r representada pasa por el punto (—-1,0,—3) y tiene como vector
director (—1,2,1). Situa el vector director sobre la recta. Situalo sobre otro punto
de la recta.

Solucién: P , , )yv=( , , ).NuevopuntoP( , , ).
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A6.-El plano representado es n=2x—3z=5. Comprueba que el punto (1,-1,—1) esta
en el plano y sitla en él un vector perpendicular al plano.
Solucioén:
a) Comprobacion:
b) Vector perpendicular al planov=( , , ).

A7.-La recta s representada es

N+ Z=2

&

1P =7
= L =4

|
!

L
f

Comprueba que el punto (3,2,1) estd en la recta, halla un vector director y
representa el vector con origen en el punto.

Solucién:
a) Comprobacion:
b) Vector directorv=( , , ).

DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO.

d(P,n)=d(P,Q) siendo Q el pie de la perpendicular.

A8.-En esta escena aparecen un plano © determinado por un punto A y un vector
caracteristico n, y un punto P. ¢Cual es la distancia de P al plano w?
Solucién:

a) ¢éCual es la ecuacidn del plano w elegido? éQuién es P?

b) ¢Quién es R, aproximadamente, para que coincida con el pie de la
perpendicular?

c) ¢Cudl es d(P, m)? (Observa el valor en la escena)

A9.-Con la siguiente escena vamos a obtener una férmula para hallar la distancia
desde un punto P a un plano.

Solucién: Explica cdmo se obtiene la formula siguiendo los pasos

Si el plano & esta determinado por el punto P y el vector caracteristico n:
|apn|

i

diF M) =
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Expresién analitica:

Si P(xo,Y¥0,20) Y T=Ax+By+Cz+D=0, entonces
[P = I L T o ||
[ At Bl VA |

P AL) = Iy
ﬁll.(_'l.‘c_i_

—Z
3 _

m
8]
+

El.-Demuestra la formula anterior (expresion analitica de la distancia de un punto a
un plano).

E2.-Halla el pie de la perpendicular a n=2x—3y+z-8=0 desde el punto P(-2,2,4).
Halla la distancia de P al pie y al plano.

E3.-Halla k para que el plano n=2x—-3y+6z=0 sea paralelo al plano nw'=kx+y—z+4=0.
Halla la distancia entre los planos.
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DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA.

d(P,r)=d(P,Q) siendo Q el pie de la perpendicular.

A10.-En esta escena aparecen una recta r (determinada por un punto A y un vector
director v) y un punto P. éCual es la distancia de P a r?

Solucién:
a) ¢Cual es la ecuacidn de la recta r elegida? ¢Quién es P?

b) éQuién es R, aproximadamente, para que coincida con el pie de la
perpendicular?
c) ¢Cudl es d(P,r)? (Observa el valor en la escena)

A11.-En la escena siguiente se obtiene una formula para hallar la distancia desde
un punto P a una recta r.

Solucidn: Explica cdmo se obtiene la formula siguiente recorriendo los pasos de la
escena:

e Vv vecior direciar | AP v|
A punio :*ff(PJ"):T
F punta

E4.-Halla la distancia del punto A(—1,2,0) a la recta que pasa por los puntos
B(5,-2,2) y C(5,3,-1).

4de 15




© Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte. Afio 2003

E5.-Halla el pie de la perpendicular a r=x=3y=-z+1 desde el punto P(-2,2,4).
Halla la distancia de P al pie y a la recta.

E6.-Halla a y b para que las rectas r y s sean paralelas. Halla la distancia entre las
rectas.

K-y +zZ=2 X=14+at
r= TEay =2-210¢
2y -3y +z=1 z=ht

A12.-Con esta escena veremos como obtener una formula para hallar la distancia
entre las rectas r y s que cruzan.

Solucidén: Explica cémo se obtiene la formula siguiente recorriendo los pasos de la
escena:

e A punto
v wector director [det(asv.v
=dir.r') =
i A' punto |v><v'|
C|w' wector director
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A13.-Otra demostracion de la expresion anterior esta en la siguiente escena.
Solucidén: Explica cdmo se obtiene la formula siguiendo los pasos

E7.-Estudia la posicidn relativa de las rectas =x=—y=—z+1 y . Halla la distancia
entre ellas segun los valores de k.
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ANGULO ENTRE RECTAS

Sea (r,s) el angulo que forman las rectas r y s.

-
=

]

ly!}
e}
L4y

P
-
oy

e
Il

=
oo
-

Si v.=(ay,bs,c1) y vs=(az bz c;), entonces

F}. Fp+byby +‘31‘32|

cosfr,s)=
Ja}_‘? +bj2 +c}_2- 522 +.":,|22+CE.

2

En particular (y con v,y vs no nulos porque sino no dan una direccion):
e r y s son perpendiculares < v,v.=0

V¥ Vs SOn proporcionales

e 'y S son paralelas
y P (v, = k-vs, donde k es un n© real)

Al14.-En esta escena estan representadas dos rectas:
P 1% Z+1

2 -1 -1
=11
5= =2t
F=-243

Halla un punto y un vector director de cada recta. Usa estos datos en la escena
para situar los vectores directores sobre cada recta.

Halla el angulo que forman ry s. (Si tu respuesta anterior es correcta veras la
solucién en la escena)

Comprueba que el angulo (r,s) es el mismo eligiendo otros vectores directores para
ry s. Observa también que para hallar el angulo sélo se necesitan los vectores, no
se necesitan puntos.
Solucioén:
a) Punto y vector director de r:
Punto y vector director de s:
b) Angulo que formanry s

c) Otros vectores directores para ry s, y angulo que forman.
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E8.-Comprueba en tu cuaderno que las siguientes rectas son
perpendiculares:

E9.-Escribe en tu cuaderno un vector director de la siguiente recta y busca las
ecuaciones de una recta paralela y otra perpendicular.

Ix -2y +z=12
=3y -3z =2

ANGULO ENTRE PLANOS

Sea (w,n') el angulo que forman los planos 7 y 7'.
-]

g

Cos (I, =
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Si t=Ax+By+Cz+D=0y nw'=A'Xx+B'y+C'z+D'=0son los dos planos, entonces

A4 B8 O

[T

'
|
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TaZ2 g2 (~2 a3, ged, 2
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A15.-Los planos representados son:

T=X+y—z=0 7 =x+2y—z=-1
Busca un punto comun y vectores caracteristicos de cada plano. Usa estos datos en
la escena para situar los vectores.
¢Qué angulo forman los planos? (Si tu respuesta anterior es correcta veras la
solucién en la escena)
Comprueba que el angulo es el mismo eligiendo otros vectores caracteristicos de
cada plano. Observa también que para hallar el angulo sélo se necesitan los
vectores, no se necesitan puntos.

Solucién:
a) Punto y vector caracteristico de m:
b

Punto y vector caracteristico de ©’:
b) Angulo que formannty @’

c) Otros vectores caracteristicos para my @’, y angulo que forman.

E10.-éCuantos planos son paralelos a x+y—z=0? Escribe la ecuacion general de uno
de ellos. ¢Cudantos planos son perpendiculares a x+2y—z=—1? Escribe la ecuacién
de uno de ellos.

ANGULO ENTRE RECTA Y PLANO
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Si el angulo que forman una recta y un plano es (r, ™)

b
cmim e 1 e
BEN(F T/ =
STy e
[ B
Siv=(a,b,c) y n=(A,B,C), entonces
lasl o e o el
. |Gl.’—|'l'Lp’|'_p' 'rl_,'.._,-l
sefil, n) = - -
Vo f = , = = 2 > 2
A8 + P 07 AT 57 4 L7

En particular (y con v y n no nulos porque sino no dan una direccion):

e ry m son paralelos — vnn=0

e r y T son perpendiculares =

vV y n son proporcionales

A16.-El plano y la recta representados son:
nEZx +Y-Z+3 =0

-1 y-3 zZ+2
2 3 -3

r

Busca el punto de corte de la recta y el plano, y sitia en él un vector director de la

recta y un vector caracteristico del plano.

¢Qué angulo forman la recta y el plano? (Si tu respuesta anterior es correcta veras

la solucién en la escena)

Comprueba que el angulo es el mismo eligiendo otros vectores caracteristicos de
cada plano. Observa también que para hallar el angulo sélo se necesitan los

vectores, no se necesitan puntos.

Solucién:
a) Punto de corte de r de m.

Vector director de r y vector caracteristico de m:
b) Angulo que formanry

c) Otros vectores para ry m, y angulo que forman.
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E11.-Halla la ecuacion del plano perpendicular a la recta r que pase por el origen.
wo— 1 [ C— g e
¥ -1 wv-3 z+Z

-
|

= - o - bl
= 3 -3

E12.-Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1,-2,3) y es
perpendicular al plano n=2x +y -z +5 =0

PERPENDICULAR COMUN
A17.-Con la siguiente escena vamos a obtener la ecuacién de la recta perpendicular

a otras dos dadas.

Solucién:
a) ¢Cuales son las rectas elegidas? (Punto y vector director de ry r’)

b) Producto vectorial de los vectores directores de las rectas.

c) Plano que contiene a r y a la recta que buscamos

11de 15



© Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte. Afio 2003

d) Plano que contiene a r’y a la recta que buscamos

e) Ecuacion de la perpendicular comun (expresada como corte de dos planos)

La recta s perpendicular comuUn se puede expresar como corte de dos planos:

e Plano que contiene a ry a s; conocemos un punto A (que esta en r) y los
vectores direccionales v (director de r) y vxv' (director de s).

e Plano que contiene a r'y a s; conocemos un punto A' (que esta en r') y los
vectores direccionales v’ (director de r') y vxv' (director de s).

Si X es (x,y,z), la ecuacién de la recta es:
det{ AX v v =0

"= det( 4 X v, vt = 0

A18.-En esta escena descubriremos otra forma de hallar la perpendicular comun.
Conviene que las rectas estén expresadas con sus ecuaciones paramétricas.

Solucién: Explica cdmo se obtiene la perpendicular comun.

12 de 15



| N
| A1
I 1
]
I
Nl
i
wll
AL LLLING) Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte. Afio 2003
PUNTOS SIMETRICOS
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A19.-Halla el punto P’, simétrico de P(1,2,—3) respecto de C(2,1,—1).
Solucién:

A20.-Para hallar el punto P’, simétrico de P (color rojo) respecto de la recta r (color
blanco):

1) se busca el plano perpendicular a r que pasa por P
2) se halla el punto de corte de ry el plano
3) dicho punto es el punto medio de Py P".

Utiliza la escena para hallar el punto simétrico del (0,1,3) respecto a la recta que
pasa por el punto (1,1,1) y tiene de vector director (2,1,0).

Solucién:

E13.-Explica cdmo se halla el punto simétrico respecto a un plano.
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E14.-¢éCémo se calcula el plano simétrico respecto a una recta?

AREAS

El area de un triangulo es la mitad del area del paralelogramo:
[Area del tridngulo ABC] = 1/2 - |ABXAC|

A21.-Esta escena permite visualizar tridngulos en el espacio e indica su area. é¢Cual
es el area de un tridngulo de vértices A(2,1,-3), B(1,-2,—-3), C(2,—5,—3)? {Qué
significa el resultado obtenido?

Solucién:

VOLUMENES

Segun la interpretacion geométrica del producto mixto queda:

[Volumen del tetraedro ABCD] = 1/6 - |det(AB,AC,AD)|

A22.-Esta escena permite visualizar tetraedros en el espacio e indica su volumen.
Halla el volumen de un tetraedro de vértices A(1,2,-2), B(-3,1,2), C(-1,-1,-1) y
D(2,2,0).

Si cambiamos el vértice D de modo que el tetraedro resultante tenga el mismo
volumen que ABCD, ¢{dénde estara el nuevo vértice para que el volumen no varie?

Solucién:
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E15.-Dados los puntos A(1,2,-2), B(—3,1,2), C(—1,—-1,—1) y D(2,2,0):

SO "m0 a0 T o

—.

Comprueba que no son coplanarios (no estan en un mismo plano)
Halla el volumen del tetraedro ABCD.

Halla el area del triangulo ABC.

Halla el punto simétrico a A respecto a la recta BC.

Halla la perpendicular comun a las rectas AB 'y CD.

Halla el dngulo que forman la arista AB con la cara ACD.

Halla el angulo que forman las caras ABC y ABD.

Halla el angulo que forman las aristas AB y AC.

Halla la ecuacion del plano perpendicular a la cara ABC que pasa por D.
Halla la ecuacion de la recta perpendicular a la arista AD que pasa por B.
Halla la altura del triangulo BCD correspondiente al vértice B.

Halla la altura del tetraedro correspondiente al vértice A.
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